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Рассматривается отображение  
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цилиндра  ),(],,[/,  yxyxC . Предполагается, что параметры a , b  

и h  отображения принадлежат области  10,0/,,  habhbaP . 

Отображение описывает работу ряда физических систем, в частности, широко 

распространенных в современной радиоэлектронике [5, с. 26; 7, с. 181; 8, с. 74] 
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систем фазовой синхронизации и активно изучаемых в последнее время 

биологических и медицинских систем [6, с. 97]. Динамика таких систем имеет 

крайне сложный характер [1, с. 161; 3, с. 15; 8, с. 74; 9, с. 32; 10, с. 3045]. Цель 

настоящего исследования: определение области параметров, при которых в 

фазовом пространстве отображения реализуется необходимая для приложений 

структура множества предельных траекторий (используемые в работе термины 

см. в [1, с. 161; 10, с. 3045]). 

 

1. Общие свойства отображения. Особенностью рассматриваемого 

отображения является наличие притягивающего слоя в его фазовом 

пространстве [4, с. 17]. 

Теорема 1. Любая траектория фазового пространства отображения (1) 

приходит в слой )}1/(,/,{ hbyxyxS   и не покидает его. 

Заметим, что если параметр h  стремится к нулю, то ширина 

притягивающего слоя – величина )1/(2 hb   – стремится к значению b2 , а если 

h  стремится к единице, то ширина S  неограниченно возрастает. 

Наличие притягивающего слоя и симметричность фазового портрета 

отображения (1) в плоскости ),( yx  относительно начала координат [4, с. 17], 

позволяет рассматривать свойства фазовых траекторий только внутри слоя S, 

т.к. только в нем могут существовать аттракторы отображения, и только в 

области 0y . 

Определение. Неподвижной точкой отображения F  назовем точку ),( yxT

, для координат ),( yx  которой выполнено условие ),(),( yxyx  . 

Теорема 2 [4, с. 17]. Если параметры отображения принадлежат области 

P , то оно имеет неподвижные точки )0,0(1O  и )0,(2 O  ( и совпадающую с ней 

на цилиндре точку )0,(
~

2
O ). Неподвижная точка 

2
O  при всех значениях 

параметров – гиперболическая (седловая). Неподвижная точка 
1

O  устойчива в 

области '

2

'

11 sss PPP  , где ,10/,,{'

1  hhbaPs  20  a , )}1(10  ahb , 
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10/,,{'

2  hhbaPs , })1(1)1)(2(,42  ahbhaa  и неустойчива 

в области 
11

\
su

PPP  . 

Следствие. Неподвижная точка 
1

O  теряет свою устойчивость либо при 

переходе через прямую )1)(2( hab   (в результате бифуркации удвоения 

превращаясь в «обратное седло»), либо при переходе через прямую 

)1(1  ahb  (в результате бифуркации типа ixe  превращаясь в 

неустойчивый фокус или неустойчивый узел). При этом в окрестности точки 
1

O  

рождается устойчивый колебательный цикл периода два  43 ,OO . 

 

2. Поведение фазовых траекторий. Для ряда конкретных систем, 

описываемых отображением (1), важно, чтобы в окрестности начала координат 

существовало устойчивое притягивающее множество и отсутствовала 

гомоклиническая структура точки 2O , Такую структуру фазового пространства 

в окрестности начала координат назовем структурой К.  

Элементарный анализ векторного поля и критических направлений 

позволяет оценить расположение изоклин и направления сепаратрисных 

инвариантных кривых неподвижных точек 2

~
O  и 2O  при ab 0 , 10  h . 

Теорема 3. В области ( 0 x , y0 ) с ростом параметра h  от 0  до 1  

векторное поле системы (1) поворачивается против часовой стрелки, а области  

(  x0 , y0 ) поворачивается по часовой стрелке. 

Наряду с системой (1) рассмотрим систему, в которой параметр h  равен 

единице: 











xbyy

xayxx

sin

),2(modsin
 (2) 

Выходящую сепаратрисную инвариантную кривую точки 2

~
O  для системы 

(1) обозначим через 
1

L , для системы (2) – через 
2

L . Входящую сепаратрисную 

инвариантную кривую точки 2O  для системы (1) обозначим через 
1

L , для 
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системы (2) – через 
2

L . Из теоремы 3 непосредственно вытекают: 

Следствие 1. В области 0y  кривая 
1

L  расположена ниже кривой 
2

L , 

кривая 
1

L  расположена выше кривой 
2

L . 

Следствие 2. Если при *hh  отсутствует гомоклиническая структура 

точки 2

~
O , то она отсутствует и при любом значении *hh  . 

Следствие 3. Локальная структура фазового пространства отображения 

(1) вблизи нуля есть структура К, если параметры принадлежат области 

}1,
2

0,10/,,{
2

0



 h

a
bahbaP  [2, с. 36]. 

Попробуем определить более широкую, чем 
0

P , область параметров, для 

точек которой в фазовом пространстве отображения (1) отсутствует 

гомоклиническая структура точки )0,(2 O . В силу теоремы 3 и ее следствий для 

этого достаточно, чтобы выходящая сепаратрисная инвариантная кривая точки 

2

~
O  была бы расположена ниже, чем входящая сепаратрисная инвариантная 

кривая точки 2O . 

 

3. Поведение сепаратрисных кривых гиперболических точек 2O  и 2

~
O . 

Расположение изоклин и направления векторного поля при ahb  )1/(  говорят 

о том, что сепаратрисная кривая 
1

L  точки 2O  пересекает отрезок 

)}1/(,/,{ *

1 hbyxxyxN  , где )))1(/((arcsin* habx   и 

)}1/(,5,0/,{1 hbyxyxNN  . В то же время выходящая 

сепаратрисная инвариантная кривая 
1

L  точки 2

~
O  полностью лежит в слое S , 

поскольку начальная точка этой траектории – точка 2

~
O  – принадлежит слою S . 

Следовательно, если гомоклиническая структура точки 2

~
O  существует, то 

пересечение кривых 
1

L  и 
1

L  должно происходить в области 

)}1/(sin,/,{ * hbyxaxxyxDkp  . Покажем, что пересечение не 

может происходить на линии 1N .  
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Лемма 1. Прообразом прямой )1/( hby   является множество 

















hh
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h
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xyxD

)1(

)2(

1
,/, . При этом единственной точкой 

подмножества  )1/(,/,1 hbyxyxD  , принадлежащей D  и 

отображающейся на прямую )1/( hby  , является точка с координатами 

))1/(,5,0( hb  . 

Доказательство. Найдем прообраз прямой )1/( hby  . Согласно (1) , 

xbhyy sin , т.е. )1/(sin hbxbhy  . Отсюда   hxbhby /sin)1/(  . 

Поскольку 1sin x , то     hbhhbyhbhhb /)1(//)1(/  . После 

преобразования левой и правой частей неравенств получаем 

 )1(/)2()1(/ hhhbyhb  , что и доказывает лемму. 

Следствие. Прямая )1/( hby   не является инвариантом отображения 

*F  при   ahb 1/ . 

Лемма 2. Если параметры отображения принадлежат области 

 2/)1/(,)1/(/,,
0

 hbaahbhbaU , то локальная структура седловой 

неподвижной точки 2O  такова, что кривая 
1

L  расположена ниже, чем кривая

1
L . 

Доказательство. Чтобы определить возможное расположение кривой 
1

L , 

построим образ области  )1/(0,0/),(0 hbyxyxTD  . Так как 

)sin(maxmax
00

xbhyy
DtDt




= )1/()1)1/((max
0

hbbhh
Dt




, то 

)sin(max)(max)sin(maxmax
0000

xaxyxayxx
DtDtDtDt




. Иначе говоря, 












 1),1/(

1,1)/1arccos()1/(
max

2

0 ahb

aaaahb
x

Dt

, т.е. )1/(max
0

hbax
Dt




, 

0min
0


Dt

y , 0min
0


Dt

x . Таким образом, область 
0

D  под действием отображения 

*F  переходит в область  )1/(0),1/(0/),(*

0 hbyhbaxyxTD  , а 
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область 
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0 . Отсюда 

получаем условие, при котором невозможно пересечение кривых 
1

L  и 
1

L  в 

области 
0

D :  ))1(/(arcsin)1/( habhba  , что и доказывает утверждение 

леммы. 

Теорема 4. Для наличия структуры К в окрестности начала координат 

достаточно, чтобы параметры отображения (1) принадлежали области 

)()(
22211211

UUUUU  ,   5,0)1/(,)1/(/,,11 hbaahbhbaU

   )1(1)1)(2(,42)1(10,2012  ahbhaaahbaU ,  

  5,0)1/(,)1/(/,,21 hbaahbhbaU  
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Вывод. Если параметры отображения (1) принадлежат области U , то 

поведение фазовых траекторий носит ограниченный характер. Устойчивое 

предельное множество есть либо неподвижная точка 1O , либо цикл  43 ,OO . 

Это важно для работы конкретных физических, биологических и т.д. систем, 

работа которых может быть описана с помощью отображения (1). В частности, 

для системы СФС это означает, что она может работать в синхронном или 

квазисинхронном режиме. 
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