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Аннотация. В статье рассматриваются физические понятия матери-

альной точки и центра тяжести (барицентра) материальных точек, их ма-

тематические интерпретации, сущность барицентрического метода решения 

геометрических задач, представлена система задач для обучения этому мето-

ду. 
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В геометрии рассматривается понятие точки, как одно из неопределяемых 

понятий. В физике же вводится понятие материальной точки, как тела опреде-

лённой массы, размерами которого можно пренебречь, т.к. они достаточно ма-

лы по сравнению с расстояниями от данного тела до других тел. Тогда считает-

ся, что вся масса тела сосредоточена в одной точке. Далее в физике для двух 

материальных точек вводится понятие центра тяжести (барицентра). Наглядно 

его можно проиллюстрировать следующим образом. Рассматриваются два не-

больших шарика, имеющие массы m1 и m2, соединённые жёстким «невесомым» 

стержнем. Тогда на этом стержне имеется такая замечательная точка Z, что если 

подвесить всю систему в этой точке, то она будет находиться в равновесии – ни 

один из шариков не «перетянет». Эта точка Z – центр тяжести (барицентр) рас-

сматриваемых материальных точек с массами m1 и m2. Положение этой точки 

определяется на стержне (отрезке, соединяющем данные две материальные 

точки) архимедовым правилом: 
𝑙1

𝑙2
=

𝑚2

𝑚1
 (см. рис. 1). 

   

 Рис. 1 

Затем вводится понятие центра тяжести (барицентра) n (nN, n3) мате-

риальных точек. Наглядно его можно проиллюстрировать следующим образом. 

Пусть в пространстве находятся n небольших шариков, имеющие массы m1, m2, 

…, mn, соединённые жёсткими «невесомыми» стержнями в систему. Тогда име-

ется такая замечательная точка Z, что если подвесить всю систему в этой точке, 

то она будет находиться в равновесии – ни один из шариков не «перетянет». 

Эта точка Z – центр тяжести (барицентр) рассматриваемых материальных точек 

с массами m1, m2, …, mn (см. рис. 2). Положение этой точки определяется ос-

новными свойствами барицентров: 
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1) Положение барицентра материальных точек 

не зависит от порядка их объединения. 

2) Положение барицентра материальных точек 

не изменится, если заменить несколько матери-

альных точек их барицентрами. 

 

 Рис. 2. 

Математические интерпретации описанных выше физических понятий 

дают следующие определения. 

Определение 1: Пара (m, X) называется материальной точкой, где X – 

произвольная точка пространства, mR, m0. Число m называется массой, по-

мещённой в точку Х. 

Определение 2: Барицентром двух материальных точек (m1, X1) и (m2, X2) 

называется материальная точка (m1+m2, X), где Х[Х1, Х2], 
𝑋1𝑋

𝑋𝑋2
=

𝑚2

𝑚1
. 

Из определения 2 следует, что: 

1) массы материальных точек определяют отношение длин соответствую-

щих отрезков, это отношение фиксирует расположение барицентра за-

данных точек на отрезке, их соединяющем, в частности, барицентр двух 

материальных точек с равными массами находится в середине отрезка, их 

соединяющего; 

2) чтобы сделать фиксированную точку на отрезке, соединяющем две выде-

ленные точки, местом расположения их барицентра, нужно задать массы 

этих точек, исходя из отношения длин соответствующих отрезков. 

Определение 3: Барицентром n (nN, n3) материальных точек (m1, X1), 

(m2, X2), …, (mn, Xn) называется материальная точка (m1+m2+…+mn, X), где рас-

положение точки Х определяется следующим образом: 

1) находится барицентр (m1+m2, Y1) точек (m1, X1) и (m2, X2), 

2) находится барицентр (m1+m2+m3, Y2) точек (m1+m2, Y1) и (m3, X3), 

и т.д. 
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n-1) находится барицентр (m1+m2+…+mn, X) точек (m1+m2+…+mn-1, Yn-2) и 

(mn, Xn). 

Из определения 3 следуют выше указанные два основных свойства бари-

центров, а также следующие свойства: 

1) Прямая, проведённая через барицентр трёх материальных точек, распо-

ложенных в вершинах треугольника, и одну из его вершин, пересекает 

противоположную сторону в точке расположения барицентра материаль-

ных точек, помещённых в оставшиеся вершины. 

2) Барицентр трёх материальных точек, расположенных в вершинах тре-

угольника, является точкой пересечения прямых, каждая из которых про-

ходит через соответствующую вершину треугольника и барицентр мате-

риальных точек, помещённых в оставшиеся вершины. 

3) Всегда возможно поместить такие три массы в вершины треугольника, 

чтобы барицентр образующихся таким образом трёх материальных точек 

был расположен в фиксированной точке внутри треугольника. 

Определения 1-3 и свойства, из них следующие, используются для реше-

ния геометрических задач барицентрическим методом. Сущность барицентри-

ческого метода состоит в в том, что внимание концентрируется на определён-

ных точках – барицентрах каких-то систем материальных точек, связанных с 

рассматриваемой геометрической задачей. Система задач для обучения бари-

центрическому методу решения геометрических задач: 

1. Докажите, что средние линии любого четырёхугольника и отрезок, со-

единяющий середины его диагоналей, проходят через одну точку и де-

лятся ею пополам. 

2. Докажите, что отрезки, соединяющие середины скрещивающих рёбер 

тетраэдра, пересекаются в одной точке и точкой пересечения делятся 

пополам. 

3. Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке, ко-

торая делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины. 
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4. Докажите, что в тетраэдре отрезки, соединяющие вершину тетраэдра с 

точкой пересечения медиан противоположной грани, пересекаются в 

одной точке, которая делит каждый такой отрезок в отношении 3:1, 

считая от вершины. 

5. Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. 

6. В тетраэдре АВСD биссектрисы трёх плоских углов при вершине D пе-

ресекают отрезки ВС, СА и АВ соответственно в точках А1, В1 и С1. До-

кажите, что отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке. 

7. Пусть в треугольнике АВС на сторонах АВ, ВС и АС взяты соответ-

ственно точки С1, А1 и В1, не совпадающие с вершинами треугольника. 

Докажите, что прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке то-

гда и только тогда, когда выполняется равенство 
𝐴𝐶1

𝐶1𝐵
∙
𝐵𝐴1

𝐴1𝐶
∙
𝐶𝐵1

𝐵1𝐴
= 1. 

8. Через середину медианы АА1 и вершину В треугольника АВС проведе-

на прямая. В каком отношении она делит сторону АС? 

9. На сторонах АВ, ВС, CD и DA четырёхугольника ABCD взяты соответ-

ственно точки K, L, M и N так, что AK:KB=DM:MC=, 

BL:LC=AN:ND=. Р – точка пересечения отрезков KM и LN. Найдите 

отношения NP:PL, КР:РМ. 

Другие примеры геометрических задач, в которых может быть применён 

барицентрический метод, приводятся в источниках [1, 2]. 
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